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　　［摘要］　目的　在固定样本抽样框架下结合抽样和检测成本探讨基于混合样本的感染率检验中的混合样本大小和检测
次数的确定方法。方法　利用反正弦变换和正态近似，在控制两类错误概率的前提下建立混合样本量与混合样本大小之间
的函数关系，并通过随机模拟考察近似功效函数的近似程度。结果　利用数值方法得到不同检验阈值下最小检测次数的整
数解及对应的最优混合样本。结论　给定两类错误概率，混合样本的大小与检测次数之间此消彼长，实际工作中应根据样品
采集成本与检测成本的相对大小加以权衡。

　　［关键词］　感染率；临界阈值；混合样本；检验功效
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　　［Ｋｅｙｗｏｒｄｓ］　ｉｎｆｅｃｔｉｏｎｒａｔｅｓ；ｃｒｉｔｉｃａｌｔｈｒｅｓｈｏｌｄ；ｐｏｏｌｅｄｓａｍｐｌｅ；ｔｅｓｔｐｏｗｅｒ
［ＡｃａｄＪＳｅｃＭｉｌＭｅｄＵｎｉｖ，２０１１，３２（１２）：１３５３１３５６］

　　感染率或阳性率（生化指标、细菌或病毒感染等
疾病标志的状态为“阳性”的个体所占比率）的检验
问题Ｈ０：ｐ≤ｐ０Ｈ１：ｐ＞ｐ０ 在预防医学中有着广
泛的应用，如对某种疾病的患病率进行估计、利用蚊
虫子孢子阳性率对疟疾流行进行早期预警等。为了
将两类错误的概率均控制在合适的范围内，一般取

ｐ１＞ｐ０［ｐ１ 的大小根据实际问题而定，以下我们称
（ｐ０，ｐ１）为 阈 值］并 使 得 ｓｕｐ

ｐ≤ｐ０
γ （ｐ）≤α 和

ｓｕｐ
ｐ≥ｐ１

｛１－γ（ｐ）｝≤β同时成立，其中γ（ｐ）是检验的功

效函数。对于一些稀发病指标［如甲胎蛋白（ＡＦＰ）、
人类免疫缺陷病毒（ＨＩＶ）、蚊虫子孢子阳性率等］，
当阳性率很小时，如果对样品逐个检测，要达到上述
检验功效，所需检测次数往往很大。为了节省费用，
一种做法是将ｍ个样品混合起来制成一个混合样本
［ｐｏｏｌ或ｐｏｏｌｅｄｓａｍｐｌｅ，称ｍ 为混合样本大小（ｐｏｏｌ
ｓｉｚｅ），混合以后的样品不能再分开检测，例如捣烂在
一起的中华按蚊，因此一个混合样本只能检测一
次］，检测ｎ个这样的混合样本（称ｎ为混合样本量，
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或即检测次数），根据其中显阳性的混合样本个数，
对阳性率ｐ进行统计推断。这种方法称为混合样本
方法（ｐｏｏｌｅｄｓａｍｐｌｉｎｇｍｅｔｈｏｄ），又称为分组检测法
或群检验法（ｇｒｏｕｐｔｅｓｔ）

［１７］。

　　我们的前期研究探讨了基于混合样本的最小检
测次数法（ｍｉｎｉｍｕｍｓａｍｐｌｅｓｉｚｅａｐｐｒｏａｃｈ）和序贯抽
样法（ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｓａｍｐｌｉｎｇａｐｐｒｏａｃｈ），给出了不同阈
值（ｐ０，ｐ１）下的检验功效和最优混合样本（此处“最
优”是指混合样本的大小ｍ 使得检测次数ｎ达到了
最小）。其中，最小检测次数法的检验功效虽然不理
想，经常发出虚假警报（第Ⅰ类错误概率较大、第Ⅱ
类错误概率较小），但由于只需检测一个混合样本，
成本低，可用于对感染率状况进行日常监测，如果结
论是不拒绝Ｈ０ 就不必再做进一步的检测，反之则须

再抽样，进入序贯检测阶段［８］。基于混合样本的序
贯检测法采用序贯概率比检验（ＳＰＲＴ），亦有利于减
少检测次数，降低检测成本。

　　序贯方法在有些场合可能不适用。本研究在固
定样本抽样框架（ｆｉｘｅｄｓａｍｐｌｅｓｉｚｅａｐｐｒｏａｃｈ）下，利
用反正弦变换和正态近似，给出基于混合样本的阳
性率检验的近似功效，然后针对不同的阈值（ｐ０，

ｐ１），在控制两类错误概率的前提下，利用 Ｍａｔｌａｂ编
程，确定最小混合样本量ｎ和最优混合样本大小ｍ，
最后通过 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟对检验功效的近似程度
加以考察。

１　方法和结果

１．１　固定样本方法的原理　我们要检验假设 Ｈ０：

ｐ≤ｐ０Ｈ１：ｐ＞ｐ０，ｐ为总体的阳性率。假设混合

样本大小为ｍ［此时混合样本阳性率为ｑ＝１－（１－

ｐ）ｍ］，检测ｎ个这样的混合样本，记Ｘｋ＝１（或０）表

示第ｋ个混合样本的检测结果为阳性（或阴性），

ｋ＝１，…，ｎ。为了更好地利用正态近似，我们对变量

做反正弦变换［９］，并取Ｗ ＝｛（Ｘ１，…，Ｘｎ）：２ａｒｃｓｉｎ
－槡Ｘ＞ｃ｝为拒绝域，则检验的功效为γ（ｐ）＝Ｐｒｏｂ

（２ａｒｃｓｉｎ －槡Ｘ＞ｃ），其中ｃ为临界值。当样本量ｎ较大

时，根 据 中 心 极 限 定 理，有 ２槡ｎ （ａｒｃｓｉｎ －槡Ｘ －

ａｒｃｓｉｎ槡ｑ）
ｄ

Ｎ（０，１），故检验功效近似为

　　γ（ｐ）≈１－Φ（槡ｎｃ－２槡ｎａｒｃｓｉｎ槡ｑ），ｑ＝１－（１－ｐ）ｍ

　　为了将两类错误概率控制在α，β以下，必须同

时有ｓｕｐ
ｐ≤ｐ０
γ（ｐ）≤α和ｓｕｐ

ｐ≥ｐ１

｛１－γ（ｐ）｝≤β。由于γ（ｐ）

单调增，故只需γ（ｐ０）≤α和γ（ｐ１）≥１－β。记ｑｉ＝

１－（１－ｐｉ）ｍ，ｉ＝０，１（其中ｐ１＞ｐ０，ｐ１根据实际问题

而定，一般以当ｐ０＜ｐ＜ｐ１ 时即使犯了第二类错误

也不会带来严重决策后果为限［１０］），则必须有

　　２ａｒｃｓｉｎ ｑ槡０＋１
槡ｎ
Ｚ１－α≤ｃ≤２ａｒｃｓｉｎ ｑ槡１＋１

槡ｎ
Ｚβ

要使上式成立，前提是其左端项必须小于等于右端

项，于是有

ｎ≥
（Ｚ１－α＋Ｚ１－β）２

４（ａｒｃｓｉｎ １－（１－ｐ１）槡 ｍ －ａｒｃｓｉｎ １－（１－ｐ０）槡 ｍ）２
（１）

　　上式给出了同时控制两类错误概率时混合样本

量（检测次数）ｎ的取值下限。因此，为了获得既定的

检验功效，检测次数至少应取式（１）右端的下限值，

即

ｎ＝
（Ｚ１－α＋Ｚ１－β）２

４（ａｒｃｓｉｎ １－（１－ｐ１）槡 ｍ －ａｒｃｓｉｎ １－（１－ｐ０）槡 ｍ）２
（２）

　　再取ｃ＝２ａｒｃｓｉｎ ｑ槡０＋１
槡ｎ
Ｚ１－α，则检验功效γ（ｐ）

的近似式值和精确值分别为

　　γ（ｐ）≈１－Φ（Ｚ１－α－２槡ｎ（ａｒｃｓｉｎ １－（１－ｐ）槡 ｍ －

　　　　ａｒｃｓｉｎ １－（１－ｐ０）槡 ｍ）） （３）

　　γ（ｐ）＝Ｐｒｏｂ（２槡ｎ（ａｒｃｓｉｎ －槡Ｘ－ａｒｃｓｉｎ ｑ槡０）＞Ｚ１－α （４）

　　两点说明：由于２ａｒｃｓｉｎ －槡Ｘ＞ｃ等价于２槡ｎ（ａｒｃ

ｓｉｎ －槡Ｘ－ａｒｃｓｉｎ ｑ槡０）＞Ｚ１－α，所以在实际操作中不必

求出ｃ，而只需直接计算检验统计量Ｚ＝２槡ｎ（ａｒｃｓｉｎ
－槡Ｘ－ａｒｃｓｉｎ ｑ槡０）的值，检验法则为“若Ｚ＞Ｚ１－α则拒

绝Ｈ０，反之则反”；检验功效［（３）和（４）］中的混合样

本量ｎ是可以任意指定的，其值并不依赖于ｐ１和β，

但若要获得预定的检验功效，ｎ必须满足（１）或（２），

这当然需要事先给定ｐ１和β的值。

１．２　混合样本大小和检测次数的确定　根据（２）

式，对给定的ｐ０，ｐ１，α，β，调整混合样本的大小ｍ，

有可能减小ｎ，降低检测次数，节约检测成本。这里

我们利用 Ｍａｔｌａｂ编程对（２）式进行数值分析和求

解，得到了使检测次数ｎ达到最小的混合样本大小

ｍ（不妨称为最优混合样本大小）和对应的最小检测

次数ｎ（对ｎ取整时用了四舍五入）。表１是α＝β＝

０．０５时的部分结果，表２是不使用混合样本方法时

（即ｍ＝１）所需的最少检测次数。可见，使用混合样

本方法可以显著减少检测次数ｎ。

　　要获得预定的检验功效，只要混合样本大小ｍ
和样本量ｎ 满足（２）式即可。例如，对阈值（ｐ０，

ｐ１）＝（０．０１，０．０１５），α＝β＝０．０５，除了表１和表２
中所给出的（ｍ，ｎ）＝（１２０，１０１）和（ｍ，ｎ）＝（１，

５２９０）这两种检测方案外，（ｍ，ｎ）＝（１０，５６０），（２０，
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２９９），（３０，２１３），（４０，１７０），（５０，１４６），（６０，１３０），

（７０，１２０），（８０，１１３），（９０，１０８），（１００，１０５），（１１０，

１０３），等等，都是可行的方案。因此，这里就存在一

个检测次数ｎ与总样本量（ｍ×ｎ）之间权衡的问题。

若检测成本远远高于样品采集成本，则应该追求检

测次数最小，这时可选用表１所给出的最优混合样

本和最小检测次数［即（ｍ，ｎ）＝（１２０，１０１）］，若检测

成本远远低于样品采集成本，则不宜使用混合样本

方法，而应采用（ｍ，ｎ）＝（１，５２９０）。

表１　固定抽样框架下不同临界感染率时

最优混合样本大小及检测次数（α＝β＝０．０５）

Ｔａｂ１　Ｏｐｔｉｍａｌｐｏｏｌｓｉｚｅｍａｎｄｐｏｏｌｅｄｓａｍｐｌｅｓｉｚｅｎ

ｏｆｆｉｘｅｄｓａｍｐｌｅｓｉｚｅａｐｐｒｏａｃｈｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｃｒｉｔｉｃａｌａｎｄｎｏｒｍａｌｌｅｖｅｌｓｏｆｉｎｆｅｃｔｉｏｎｒａｔｅｓ（α＝β＝０．０５）

Ｎｏｒｍａｌ
ｌｅｖｅｌ
ｐ０

Ｃｒｉｔｉｃａｌ
ｌｅｖｅｌ
ｐ１

Ｏｐｔｉｍａｌ
ｐｏｏｌｓｉｚｅ
ｍ

Ｐｏｏｌｅｄ
ｓａｍｐｌｅｓｉｚｅ

ｎ

０．２０ ０．２５ ６ ２６０
０．１５ ０．２０ ８ １６７
０．１ ０．１５ １１ ９０
０．０５ ０．０７５ ２４ ９６
０．０１ ０．０１５ １２０ １０１
０．００５ ０．００７５ ２３２ １０２
０．００１ ０．００１５ １２２６ １０２
０．０００５ ０．０００７５ ２４８２ １０２
０．０００１ ０．０００１５ １２５７４ １０２

表２　固定抽样框架下不使用混合样本（ｍ＝１）

不同临界感染率对应的检测次数（α＝β＝０．０５）

Ｔａｂ２　Ｐｏｏｌｓｉｚｅｍ＝１ａｎｄｐｏｏｌｅｄｓａｍｐｌｅｓｉｚｅｎｏｆｆｉｘｅｄ

ｓａｍｐｌｅｓｉｚｅａｐｐｒｏａｃｈｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｃｒｉｔｉｃａｌａｎｄｎｏｒｍａｌｌｅｖｅｌｓｏｆｉｎｆｅｃｔｉｏｎｒａｔｅｓ（α＝β＝０．０５）

Ｎｏｒｍａｌ
ｌｅｖｅｌ
ｐ０

Ｃｒｉｔｉｃａｌ
ｌｅｖｅｌｓｉｚｅ
ｐ１

Ｏｐｔｉｍａｌ
ｐｏｏｌｓｉｚｅ
ｍ

Ｐｏｏｌｅｄ
ｓａｍｐｌｅ
ｎ

０．２０ ０．２５ １ ７５３
０．１５ ０．２０ １ ６２２
０．１ ０．１５ １ ４６９
０．０５ ０．０７５ １ １００５
０．０１ ０．０１５ １ ５２９０
０．００５ ０．００７５ １ １０６４６
０．００１ ０．００１５ １ ５３４９８
０．０００５ ０．０００７５ １ １０７０６２
０．０００１ ０．０００１５ １ ５３５５７６

　　设单次检测的成本为ｃ１，单个样品的采集成本

为ｃ２，则应该在上述方案中选择使得总成本ｎｃ１＋

ｍｎｃ２ 达到最小的方案。例如，若ｃ２＝１２０ｃ１
，则应该选

用（ｍ，ｎ）＝（４６，１５４），此时总成本ｎｃ１＋ｍｎｃ１＝

５０８．２ｃ１是ｍ＝１，２，…，１２０所对应的一共１２０个方

案中最小的；若ｃ２＝ １１０ｃ１
，则应该选用（ｍ，ｎ）＝

（３６，１８４），此时总成本ｎｃ１＋ｍｎｃ２＝８４６．４ｃ１ 是最小

的；若ｃ２＝１５ｃ１
，则应该选用（ｍ，ｎ）＝（２４，２５５），此时

总成本ｎｃ１＋ｍｎｃ２＝１４７９ｃ１是最小的；等等。

　　对于不同的阈值和两类错误概率，实际工作者可

以根据本文提供的思路和方法，具体问题具体分析。

１．３　近似检验功效的模拟验证　用检验统计量Ｚ＝

２槡ｎ（ａｒｃｓｉｎ －槡Ｘ －ａｒｃｓｉｎ ｑ槡０）（其中ｑ０＝１－（１－

ｐ０）ｍ）和检验法则“Ｚ＞Ｚ１－α则拒绝Ｈ０”对假设 Ｈ０：

ｐ≤ｐ０Ｈ１：ｐ＞ｐ１（ｐ０＜ｐ１）进行检验时，前述最优

混合样本大小和最小检测次数的确定以及检测成本

最小化的讨论都是根据近似检验功效函数［即（３）

式］得到的。为了考察其近似程度和适用性，我们有

必要将其与精确式［即（４）式］进行比较。

　　给定ｐ０，ｍ，ｎ和α＝β＝０．０５，我们通过随机模

拟来考察（４）式所给出的检验功效。具体如下：（１）

指定ｐ∈（０，１），随机生成ｎ×ｍ 个服从两点分布

Ｂ（１，ｐ）的随机数，若其第ｉ行元素全部为０则记

Ｘｉ＝０（对应于一个阴性混合样本），否则记 Ｘｉ＝１

（对应于一个阳性混合样本），计算 珡Ｘ＝１ｎΣ
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ 和

Ｙ＝２槡ｎ（ａｒｃｓｉｎ －槡Ｘ－ａｒｃｓｉｎ ｑ槡０）并判断Ｙ＞Ｚ１－α是

否成立；（２）将步骤（１）重复２０００次，若Ｙ＞Ｚ１－α的

次数为ｋ（ｐ），则γ（ｐ）＝Ｐ（Ｙ＞Ｚ１－α）＝ｋ
（ｐ）
２０００

。

　　图１和图２比较了根据随机模拟得到的实际检

验功效γ（ｐ）＝ｋ
（ｐ）
２０００

与近似检验功效［式（３）］（α＝

β＝０．０５，图１对应于ｐ０＝０．１，ｐ１＝０．１５，ｍ＝１１，

ｎ＝９０，图２对应于ｐ０＝０．０１，ｐ１＝０．０１５，ｍ＝１２０，

ｎ＝１０１）。可见，近似检验功效曲线［式（３）］与２０００
次模拟所得的实际功效曲线几乎完全重合，因而前

面根据近似功效函数所得到的最优混合样本大小和

最小检测次数（表１）是可信的。

２　讨　论

　　最小检测次数法成本低，但检验功效不理想。

当感染率真值处于警戒水平和安全水平之间时，本

文提供的基于混合样本的固定样本方法可以得到比

ＳＰＲＴ更高的检验功效［１１］。一方面，在固定样本抽

样框架下，所需要的检测次数将增加，检测成本上

升。另一方面，在固定样本抽样框架下，虽然合理选
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择和使用混合样本可以显著减少检测次数、降低检

测成本，但根据表１中的结果可以发现，当阳性率ｐ
很小时，混合样本大小ｍ 和总样本量（ｍ×ｎ）仍然很

大（不使用混合样本时，检测次数和总样本量同样很

大）。要解决这一问题，只能有赖于样品制备手段和

检测技术的进一步改善。例如，如果样品不仅可以

制成混合样本进行检测，也可以单独进行检测，则采

用混合样本方法还可以进一步降低成本。

图１　检验功效的模拟验证（ｐ０＝０．１，ｐ１＝０．１５）

Ｆｉｇ１　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｅｓｔｉｎｇｐｏｗｅｒ
（ｐ０＝０．１，ｐ１＝０．１５）

图２　检验功效的模拟验证（ｐ０＝０．０１，ｐ１＝０．０１５）

Ｆｉｇ２　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｅｓｔｉｎｇｐｏｗｅｒ
（ｐ０＝０．０１，ｐ１＝０．０１５）

　　疟疾暴发流行与否的影响因素很多，诸如蚊虫

子孢子阳性率这种单一指标的统计检验结果只是参

考依据之一。在可能的情况下，应该尽量从不同角

度对疾病是否暴发流行进行推断，或构建更加复杂

的多因素模型，乃至地理信息系统（ＧＩＳ）。
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